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SUR LA DIMENSION DE L'ESPACE DES ORBITES D'UNE
GRASSMANNIENNE SOUS L'ACTION D'UN GROUPE
ALGÉBRIQUE.
MICHAEL MAGEN
Résumé. On s'intéresse aux ations d'un groupe algébrique G sur les grass-
manniennes d'un K-espae vetoriel de dimension nie V (K un orps al-
gébriquement los) déduites d'une ation de G sur V . On montre que
dimG G(j, V ) ≤ dimG G(k, V ) si et seulement si dimG(j, V ) ≤ dimG(k, V )
où dimG G(r, V ) désigne la dimension de l'espae des orbites de G(r, V ) sous
l'ation de G (e qui généralise un résultat de Pyasetskii [3℄). On étend ensuite
e résultat aux variétés de drapeaux. Des méthodes diérentes nous permet-
tent d'obtenir des résultats sur les nombres d'orbites , quand le orps de base
K est ni.
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1. Introdution
L'objet de et artile est de généraliser le résultat suivant dû à Pyasetskii [3℄ :
Théorème 1.1.
Soit G un groupe algébrique agissant sur un C-espae vetoriel V de dimension nie
n. Soit P(V ) et P(V ∗) les espaes projetifs paramétrant respetivement les droites
et les hyperplans de V , tous deux naturellement munis d'une ation de G. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le groupe G agit ave un nombre ni d'orbites sur P(V ),
(ii) Le groupe G agit ave un nombre ni d'orbites sur P(V ∗).
Désormais, sauf dans les setions 3.1 et 3.2, on suppose le orps de base K al-
gébriquement los.
L'assertion de Pyasetskii suggère une assertion analogue pour les grassmanni-
ennes de taille k et n − k mais on n'en trouve auune démonstration (à notre
onnaissane) dans la littérature. Nous allons montrer en partiulier qu'une telle
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assertion est vraie (orollaire 1.5).
Dénition 1.2.
Soit G un groupe algébrique agissant sur une variété algébrique X. D'après le
théorème de Rosenliht [4℄, on peut trouver une partition de X : X =
r∐
i=1
Xi tel
que les Xi sont des sous-ensembles onstrutibles G-invariants de X admettant
tous un quotient géométrique. On note dimGX le maximum des dimensions de es
quotients (e nombre est bien déni, i.e. indépendant de la partition ad ho utilisée).
Pour V un K-espae vetoriel de dimension n et pour k dans {1, . . . , n− 1}, on
note G(k, V ) la grassmannienne des sous-espaes de dimension k de V .
Soit G un groupe algébrique agissant sur un K-espae vetoriel V de dimension
nie n. Pour tout j dans {1, . . . , n−1}, la grassmannienneG(j, V ) est naturellement
munie d'une ation de G. Le résultat prinipal de l'artile est le suivant :
Théorème 1.3.
On a :
dimGG(j, V ) ≤ dimGG(k, V ) pour tout ouple (j, k) tel que dimG(j, V ) ≤ dimG(k, V ).
On a en partiulier les deux résultats suivants :
Corollaire 1.4.
Pour tout k dans {1, . . . , n− 1}, on a :
dimGG(k, V ) = dimGG(n− k, V ).
Corollaire 1.5.
Pour tout k dans {1, . . . , n− 1}, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le groupe G agit ave un nombre ni d'orbites sur G(k, V )
(ii) Le groupe G agit ave un nombre ni d'orbites sur G(j, V )
pour tout j tel que dimG(j, V ) ≤ dimG(k, V ).
Pour démontrer le théorème 1.3, on utilise une généralisation géométrique de
la formule de Burnside (théorème 2.4). On démontre un résultat analogue pour
les variétés de drapeaux dans la setion 2.5 et dans la setion 3, es résultats sont
adaptés au ontexte d'un orps de base ni.
2. Grassmanniennes, variétés de drapeaux et variétés de Burnside
Pour toutes les notions onernant les partitions et les ompositions d'un entier
utilisées dans et artile (onjugaison, "raising operators",...), l'ouvrage de référene
est elui de Madonald [2℄.
2.1. Variétés de drapeaux.
Soit n un entier stritement positif.
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Dénition 2.1.
Soit k un entier stritement positif. On dit que a = (a1, . . . , ak) ∈ (N)
k
est une
omposition de n de longueur k si a1 + · · ·+ ak = n.
Les nombres a1, . . . , ak sont appelés les termes de a.
Soit V un K-espae vetoriel de dimension nie n.
Dénition 2.2.
Pour toute omposition (a1, . . . , ar) de n, on dénit la variété de drapeaux :
Fl(a1,...,ar)(V ) =


0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . Vr = V,
les Vi sont des sous-espaes vetoriels de V et
pour tout i, dimVi/Vi−1 = ai

 .
Si G est un groupe algébrique agissant sur V , Fl(a1,...,ar)(V ) hérite naturellement
d'une ation de G.
Remarque 2.3.
Pour tout k dans {1, . . . , n− 1}, on a G(k, V ) = Fl(k,n−k)(V ).
2.2. La variété de Burnside d'une G-variété algébrique.
Soit G un groupe algébrique et X une G-variété.
On dénit Σ, la variété de Burnside de X sous l'ation de G, de la manière
suivante :
Σ = {(g, x) ∈ G×X / g.x = x}.
On a dimΣ ≥ dimG.
Théorème 2.4.
On a l'égalité suivante :
dimGX = dimΣ− dimG.
Démonstration :
On peut supposer que le quotient X/G est géométrique et qu'il existe un entier
positif k tel que pour tout x dans X , dimG.x = k. On onsidère le morphisme de
projetion de Σ dansX , la bre d'un élément de x est isomorphe à {g ∈ G , g.x = x}
et est don de dimension onstante dimG−k. On a don dimΣ = dimX+dimG−k.
Par ailleurs, d'après le théorème de Rosenliht, on a dim(X/G) = dimX − k d'où
le résultat.
Remarque 2.5.
Le théorème 2.4 fournit une nouvelle démonstration du fait que le nombre dimGX
est bien déni.
Soit g dans G, on note Xg l'ensemble des points de X xés par g.
Remarque 2.6.
Soit q : Σ→ G le morphisme de projetion. Pour tout g dans G, la bre q−1({g})
est isomorphe à Xg.
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D'après le théorème 2.4, le alul de la dimension de l'espae des orbites de
l'ation de G sur X se ramène au alul de la dimension de la variété de Burnside.
Le alul de ette dernière dimension peut se faire en étudiant le morphisme de
projetion de Σ dans G, en utilisant une partition nie de G en onstrutibles sur
lesquels la dimension de la bre est onstante.
Dans la setion suivante, on onstruit une telle partition pour GL(n,K) quand
X est une variété de drapeaux.
2.3. Partitions d'un entier, lasses de onjugaison unipotentes et squelettes
dans GL.
Soit n un entier stritement positif.
Dénition 2.7.
Soit k un entier stritement positif. On dit que λ = (λ1, . . . , λk) ∈ (N)
k
est une
partition de n de longueur k si λ1 + · · ·+ λk = n et λ1 ≥ · · · ≥ λk ≥ 0.
Les nombres λ1, . . . , λk sont appelés les termes de λ.
On note P(n) l'ensemble des partitions de n. Rappelons la dénition de l'ordre
de dominane sur P(n).
Dénition 2.8.
Soit λ = (λ1, . . . , λr) et µ = (µ1, . . . , µr) dans P(n). On note λ ≥ µ si pour tout i
dans {1, . . . , r}, λ1 + · · ·+ λi ≥ µ1 + · · ·+ µi.
Dénition 2.9.
Soit m un entier stritement positif et z un élément de K. On pose :
Jm(z) =


z 1 0 . . . 0
0 z 1 . . . 0
.
.
.
.
.
.
0 0 0 . . . z

 .
Soit λ = (λ1, . . . , λr) une partition de n dont tous les termes sont stritement
positifs et z un élément de K. On pose :
Jλ(z) =


Jλ1(z) 0 0 . . . 0
0 Jλ2(z) 0 . . . 0
.
.
.
.
.
.
0 0 0 . . . Jλr (z)

 .
On rappelle la proposition suivante :
Proposition 2.10.
Soit u un unipotent dans GL(n,K), il existe une unique partition λ de n dont tous
les termes sont stritement positifs telle que u soit onjugué à Jλ(1). On dit alors
que u est un unipotent de type λ.
Dénition 2.11.
Soit u et v dans GL(n,K), on note u R v s'il existe un entier r, deux r-uplets
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(a1, . . . , ar) et (b1, . . . , br) d'éléments de K deux à deux distints et r partitions
λ(1), . . . , λ(r) tels que :
u est onjugué à


Jλ(1)(a1) 0 0 . . . 0
0 Jλ(2)(a2) 0 . . . 0
.
.
.
.
.
.
0 0 0 . . . Jλ(r)(ar)

 ,
et v est onjugué à


Jλ(1)(b1) 0 0 . . . 0
0 Jλ(2)(b2) 0 . . . 0
.
.
.
.
.
.
0 0 0 . . . Jλ(r)(br)

 .
Clairement, la relation R est une relation d'équivalene sur GL(n,K). On note
S(n) l'ensemble de ses lasses d'équivalene (S(n) est ni). Pour s dans S(n), on
noteGL(s)(n,K) l'ensemble des éléments de GL(n,K) dans la lasse d'équivalene s.
Dénition 2.12.
Les éléments de S(n) sont appelés squelettes de taille n.
Dénition 2.13.
Un élément s de S(n) est dit unipotent (respetivement semisimple) s'il existe un
élément unipotent (respetivement semisimple) dans GL(s)(n,K).
Proposition 2.14.
Pour tout s dans S(n), GL(s)(n,K) est onstrutible. Ainsi, on a la partition
suivante de GL(n,K) en onstrutibles :
GL(n,K) =
∐
s∈S(n)
GL(s)(n,K).
Nous donnons à titre d'exemple ette partition pour n = 3 :
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GL(3,K) =



 a 0 00 a 0
0 0 a

 , a ∈ K∗.


∪

h

 a 1 00 a 0
0 0 a

h−1,
{
a ∈ K∗,
h ∈ GL(3,K).


∪

h

 a 1 00 a 1
0 0 a

h−1,
{
a ∈ K∗,
h ∈ GL(3,K).


∪

h

 a 0 00 a 0
0 0 b

 h−1,


(a, b) ∈ (K∗)2,
a 6= b,
h ∈ GL(3,K).


∪

h

 a 1 00 a 0
0 0 b

 h−1,


(a, b) ∈ (K∗)2,
a 6= b,
h ∈ GL(3,K).


∪

h

 a 0 00 b 0
0 0 c

h−1,


(a, b, c) ∈ (K∗)3,
a 6= b 6= c 6= a,
h ∈ GL(3,K).


Nous allons maintenant énoner ertaines propriétés remarquables de ette par-
tition, propriétés dont nous allons nous servir de manière essentielle dans la démon-
stration du résultat prinipal.
Proposition 2.15.
Soit a une omposition de n. La fontion :{
GL(n,K) → N
g 7→ dim(Fla(V ))g
est onstante sur les GL(s)(n,K).
Proposition 2.16.
Soit g un élément de GL(n,K), il existe un squelette t semisimple tel que pour tout
v dans GL(t)(n,K) et pour toute omposition a de n :
dim(Fla(V ))g = dim(Fl a(V ))v.
Proposition 2.17.
Soit g un élément de GL(n,K), on a :
dimG(j, V )g ≤ G(k, V )g pour tout ouple (j, k) tel que dimG(j, V ) ≤ dimG(k, V ).
Cette dernière assertion donne les deux résultats suivants dans le adre des va-
riétés de drapeaux :
Corollaire 2.18.
Soit g un élément de GL(n,K), et (a1, . . . , ar) une omposition de n. On a :
dim(Fl(a1,...,ar)(V ))g = dim(Fl(aσ(1),...,aσ(r))(V ))g pour tout σ ∈ Sr,
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où Sr désigne le groupe des permutations de l'ensemble {1, . . . , r}.
Corollaire 2.19.
Soit g un élément de GL(n,K), a = (a1, . . . , ar) une omposition de n, i dans
{1, . . . , r − 1} et b et c deux entiers tels que b + c = ai + ai+1 et bc ≤ aiai+1 (i.e
dimG(b, b+ c) ≤ dimG(ai, ai + ai+1)). On a :
dim(Fl(a1,...,ai−1,b,c,ai+2,...ar)(V ))g ≤ dim(Fl(a1,...,ar)(V ))g.
La proposition 2.15 est lassique, démontrons les quatre autres assertions.
Démonstration de la proposition 2.16 :
On se ramène failement (par la onsidération des sous-espaes aratéristiques) au
as où g est unipotent.
Supposons don que x est unipotent de type λ. Soit y un élément semisimple de
GL(n,K) et µ = (µ1, . . . , µs) une partition de n. On dit que y est de type µ s'il
existe s éléments non nuls de K deux à deux distints z1, . . . , zs tels que :
y =


z1Idµ1
.
.
.
zsIdµs

 .
On note λ′ la partition onjuguée de λ, et soit t le squelette semisimple tel que
GL(t)(n,K) est formé des semisimples de type λ′. Soit v dans GL(t)(n,K).
On pose bi = a1 + · · · + ai pour tout i dans {1, . . . , r}, M = Hom(K
b1 ,Kb2) ⊕
· · · ⊕ Hom(Kbr−1 ,Kbr) et G = GL(b1,K) × · · · × GL(br,K).On se donne une suite
d'injetions Kb1 →֒ Kb2 →֒ . . . →֒ Kbr de sorte que l'on a une èhe de restrition
GL(br,K)→ G. On dénit maintenant les deux appliations suivantes :
φ :
{
(Fla)x → P(b1)× · · · × P(br)
(V0 ⊂ · · · ⊂ Vr) 7→ (λ
(1), . . . , λ(r))
,
où λ(i) est le type de la restrition de x à Vi pour tout i dans {1, . . . , r} et
ψ :
{
(Fla)v → P(b1)× · · · × P(br)
(V0 ⊂ · · · ⊂ Vr) 7→ (λ
(1), . . . , λ(r))
,
où λ(i) est le type de la restrition de v à Vi pour tout i dans {1, . . . , r}.
On obtient don les deux partitions (en ensembles onstrutibles) suivantes des
ensembles (Fla)x et (Fla)v :
(Fla)x =
∐
α∈P(b1)×···×P(br)
φ−1({α}),
(Fla)v =
∐
β∈P(b1)×···×P(br)
ψ−1({β}).
Nous allons montrer que pour tout α dans P(b1)× · · · × P(br), dimφ
−1({α}) =
dimψ−1({α′}) , où α′ est obtenue en prenant les onjuguées des termes de α.
Soit don α = (α(1), . . . , α(r)) dans P(b1)×· · ·×P(br). On pose x = (x1, . . . , xr)
dans G où xi est la restrition de x à K
bi
(xi est un unipotent de type α
(i)
) pour
tout i dans {1, . . . , r}. On pose aussi v = (v1, . . . , vr) dans G où vr est onjugué à
v et vi est la restition de v à K
bi
et est un semisimple de type la onjuguée de α(i)
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pour tout i dans {1, . . . , r}.
D'après [1, lemme 3℄, on a :
dimMx = dimMv.
Par ailleurs, on a deux èhes surjetives :
f :
{
M
x → φ−1({α})
(g1, . . . , gr−1) 7→ (g1(K
b1) ⊂ · · · ⊂ gr−1(K
br−1))
,
et
g :
{
M
v → ψ−1({α′})
(g1, . . . , gr−1) 7→ (g1(K
b1) ⊂ · · · ⊂ gr−1(K
br−1))
.
Pour tout V dans φ−1({α}), f−1({V }) est isomorphe à GL(b1,K)
x1 × · · · ×
GL(br − 1,K)
xr−1
et pour tout W dans ψ−1({α′}), g−1({W}) est isomorphe à
GL(b1,K)
v1 × · · · × GL(br − 1,K)
vr−1
, or es deux espaes ont même dimension
d'où le résultat.
Démonstration de la proposition 2.17 :
La première assertion est un simple résultat de dualité. Pour démontrer la seonde,
on observe que d'après la proposition 2.16 on peut supposer que x est semisimple.
Le résultat est alors élémentaire.
Démonstration du orollaire 2.18 :
Soit i dans {1, . . . , r − 1}, montrons que le résultat est vrai pour pour la trans-
position τ = (i, i + 1). Notons X = Fl(a1,...,ar)(V ), Y = Fl(aτ(1),...,aτ(r))(V ) et
Z = Fl(a1,...,ai−1,ai+ai+1,ai+2,...,ar)(V ). On dénit les èhes suivantes :
φ :
{
Xg → Zg
(V0 ⊂ · · · ⊂ Vr) 7→ (V0 ⊂ · · · ⊂ Vi−1 ⊂ Vi+1 ⊂ Vr)
et
ψ :
{
Yg → Zg
(V0 ⊂ · · · ⊂ Vr) 7→ (V0 ⊂ · · · ⊂ Vi−1 ⊂ Vi+1 ⊂ Vr)
.
Soit V = (V0 ⊂ · · · ⊂ Vi−1 ⊂ Vi+1 ⊂ Vr) dans Zg, on note g˜ l'élément
de GL(Vi+1/Vi−1) déduit de g. On a u
−1({V }) = G(ai, Vi+1)g˜ et v
−1({V }) =
G(ai+1, Vi+1)g˜. Don d'après la proposition 2.17, pour tout V dans Zg, dimu
−1({V }) =
dim v−1({V }), et φ et ψ sont surjetives, d'où le résultat.
Le orollaire 2.19 se montre de la même manière.
2.4. Démonstration du théorème 1.3.
Le groupe G agissant sur V , on peut supposer que 'est un sous-groupe de
GL(V ) = GL(n,K). Pour tout j dans {1, . . . , n}, on note Σj la variété de Burnside
de G(j, V ) :
Σj = {(g, P ) ∈ G×G(j, V ) / g.P = P}.
On note pj la projetion de Σj dansG. On a : G =
∐
s∈S(n)
(GL(s)(n,K)∩G). Et don
Σj =
∐
s∈S(n)
p−1j (GL
(s)(n,K)∩G). Puis dimΣj = max {dim p
−1
j (GL
(s)(n,K)∩G)}.
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Pour g ∈ G, p−1j ({g}) = {P ∈ G(j, V ) / g.P = P}, par onséquent d'après la
proposition 2.15, la dimension de p−1j ({g}) est onstante sur les GL
(s)(n,K) ∩ G
pour tout s dans S(n), notons la dj(s). On a don dim p
−1
j (GL
(s)(n,K) ∩ G) =
dim(GL(s)(n,K) ∩G) + dj(s).
D'après la proposition 2.17, dj(s) ≤ dk(s) pour tout s ∈ S(n) et tout j ∈ Ek. On
obtient don dimΣj ≤ dimΣk e qui nous permet de onlure d'après le théorème
2.4.
2.5. Un résultat analogue pour les variétés de drapeaux.
Soit G un groupe algébrique et V un K-espae vetoriel de dimension nie n
muni d'une ation de G.
Soit (a1, . . . , ar) une omposition de n. Il existe une permutation σ dans Sr tel
que (aσ(1), . . . , aσ(r)) est une partition de n. On note P (a1, . . . , ar) ette partition.
On démontre omme on l'a fait pour les grassmanniennes les résultats suivants :
Théorème 2.20.
Soit (a1, . . . , ar) une omposition de n. On a l'égalité suivante :
dimG Fl(a1,...,ar)(V ) = dimG Fl(aσ(1),...,aσ(r))(V ) pour tout σ ∈ Sr.
Proposition 2.21.
Soit a = (a1, . . . , ar) une omposition de n, i dans {1, . . . , r−1} et b, c deux entiers
tels que b+ c = ai + ai+1 et bc ≤ aiai+1, i.e dimG(b, b+ c) ≤ dimG(ai, ai + ai+1).
On a :
dimG Fl(a1,...,ai−1,b,c,ai+2,...ar)(V ) ≤ dimG Fl(a1,...,ar)(V ).
On déduit de es deux assertions le résultat suivant :
Théorème 2.22.
Soit a = (a1, . . . , ar) et b = (b1, . . . , br) deux ompositions de n telles que P (a) ≥
P (b). On a :
dimG Fla(V ) ≤ dimG Flb(V ).
Ce théorème se déduit diretement des deux résultats préédents et du lemme
4.1 (e lemme est démontré en annexe et est totalement indépendant du reste de
l'artile).
3. Grassmaniennes et variétés de drapeaux sur un orps fini
3.1. Grassmaniennes sur un orps ni.
Soit Fq un orps ni à q éléments. Soit maintenant n un entier naturel non nul
et V un Fq-espae vetoriel de dimension nie n.
Soit E un ensemble ni, on note #E son ardinal. Si E est muni d'une ation
d'un groupe G, on note N(G,E) le nombre d'orbites de ette ation.
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Proposition 3.1.
Soit G un groupe agissant sur V . On déduit de ette ation une ation sur G(r, V )
pour tout r dans {1, . . . , n− 1}. On a :
N(G,G(j, V )) ≤ N(G,G(k, V ))pour tout ouple (j, k) tel que #G(j, V ) ≤ #G(k, V ).
Démonstration :
On ommene par remarquer que le résultat annoné est équivalent au résultat
suivant : pour tout k dans {1, . . . , n/2}, on a les deux assertions suivantes :
(i) N(G,G(k, V )) ≥ N(G,G(r, V )) pour tout r dans {1, . . . , k},
(ii) N(G,G(k, V )) = N(G,G(n − k, V ))
Démontrons l'assertion (i).
Pour r dans {1, . . . , n − 1}, on note Fr le K-espae vetoriel de dimension
#G(r, V ) des fontions de G(r, V ) dans K. Le sous-espae vetoriel de Fr formé
par les fontions G-invariantes est noté FGr . On a l'égalité :
N(G,G(r, V )) = dimFGr .
Soit don k dans {1, . . . , n/2}, et r dans {1, . . . , k}
On dénit l'appliation suivante :
φ :
{
Fr → Fk
f 7→ fˆ
,
où fˆ est dénie par :
fˆ :


G(k, V ) → C
H 7→
∑
P⊂H
f(P ) .
Cette appliation est G-équivariante, nous allons montrer qu'elle est injetive, la
première partie du résultat sera alors démontré.
Pour ela, on va onstruire une appliation π : Fk → Fr telle que π ◦ φ = IdFr .
On pose :
π :
{
Fk → Fr
g 7→ gˇ
,
où gˇ est dénie par :
gˇ :


G(r, V ) → C
P 7→
∑
H
ǫP (H)g(H) ,
et les ǫP (H) sont des nombres omplexes. L'exerie onsiste à montrer que l'on
peut dénir es oeients de manière à obtenir l'égalité π ◦ φ = IdFk .
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Soit P0 ∈ G(r, V ) , on dénit fP0 ∈ Fr par :
fP0(P ) =
{
1 si P = P0
0 sinon.
On a don :
∀H ∈ G(k, V ) fˆP0(H) =
{
1 si P ⊂ H
0 sinon.
Puis :
∀P ∈ G(r, V )
ˇˆ
fP0(P ) =
∑
H
ǫP (H)fˆP0(H)
=
∑
H⊃P0
ǫP (H).
On veut don :
∑
H⊃P0
ǫP (H) =
{
0 si P 6= P0,
1 si P = P0.
Pour e faire, on va supposer que ǫP (H) ne dépend que de la dimension de
l'intersetion de P et H . On pose don ǫP (H) = ǫdimP∩H . Il nous faut don dénir
les ǫj pour j ∈ {0, . . . , r} de manière onvenable.
Soit i ∈ {0, . . . , r} et soit P et P0 dans G(r, V ) tels que dim(P ∩ P0) = i. On
pose pour j ∈ {0, . . . , r}, ai,j = #{H ∈ G(k, V )/P0 ⊂ H , dim(P ∩ H) = j}. Ces
nombres ne dépendent pas des hoix de P et P0. Soit A la matrie dont les oe-
ients sont les ai,j . Montrons que A est inversible. On a ai,j = 0 pour i > j (ar
P ∩ P0 ⊂ P ∩H ) i.e. A est triangulaire supérieure.
Montrons maintenant que pour tout i ∈ {0, . . . , r}, ai,i est non nul. Soit don
i ∈ {0, . . . , r}, on doit trouver un H dans G(k, V ) tel que P0 ⊂ H et dimP ∩
H = i. Nous allons en onstruire un. On hoisit une base (e1, . . . , en) de V
telle que P0 = vect(e1, . . . , er) et P1 = vect(e1, . . . , ei, er+1, . . . , e2r−i). La famille
(e2r−i+1, . . . , en) omporte n− 2r+ i éléments et on a l'inégalité suivante : k− r ≤
n− 2r + i. Par onséquent, on peut poser
H = vect(e1, . . . , er, e2r−i+1, . . . , ek+r−i) ∈ G(k, V ).
Ce H onvient.
A est don inversible.
On pose C = A−1M où M est le veteur olonne


0
.
.
.
0
1

 .
On pose enn pour j ∈ {0, . . . , r}, ǫj = Cj+1,1.
On a maintenant:
12 MICHAEL MAGEN
∀P ∈ G(r, V )
ˇˆ
fP0(P ) =
k∑
r=0
bdim(P∩P0),rǫr ,
et don
ˇˆ
fP0(P ) =
{
1 si P = P0,
0 sinon.
i.e.
ˇˆ
fP0 = fP0 . Le morphisme φ est don bien injetif.
L'assertion (ii) se démontre exatement de la même manière.
3.2. Variétés de drapeaux sur un orps ni.
On onserve les notations de la setion préédente.
On ommene par rappeler la proposition suivante :
Proposition 3.2.
Soit G un groupe, E et F deux G-ensembles nis et π : E → F une appliation
G-équivariante. On note r est le nombre d'orbites de G sur F et y1, . . . , yr des
représentants de haune de es orbites. Alors :
N(G,E) =
r∑
i=1
N(StabG(yi), π
−1({yi})).
On peut maintenant énoner les deux résultats du paragraphe :
Théorème 3.3.
Soit (a1, . . . , ar) une omposition de n. On a l'égalité suivante :
N(G,Fl(a1,...,ar)(V )) = N(G,Fl(aσ(1),...,aσ(r))(V )) pour tout σ dans Sr.
Théorème 3.4.
Soit a = (a1, . . . , ar) et b = (b1, . . . , br) deux ompositions de n telles que P (a) ≥
P (b), on a :
N(G,Fla(V )) ≤ N(G,Flb(V )).
Démonstration du théorème 3.3:
Il sut de démontrer le résultat pour σ = (i, i+1) ave i dans {1, . . . , r− 1}. Dans
e as on applique la proposition 3.2 aux èhes naturelles
Fl(a1,...,ar)(V )→ Fl(a1,...,(ai+ai+1),...,ar)(V )
et
Fl(aσ(1),...,aσ(r))(V )→ Fl(a1,...,(ai+ai+1),...,ar)(V )
pour aluler les nombres N(G,Fl(a1,...,ar)(V )) et N(G,Fl(aσ(1),...,aσ(r))(V )), le ré-
sultat déoule alors de la proposition 3.1.
On démontre un résultat analogue à la proposition 2.21 en utilisant la même
tehnique, et on en déduit toujours d'après le lemme 4.1 le théorème 3.4.
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4. Annexe : un lemme ombinatoire
Cette setion purement tehnique est une variation sur l'idée des "raising oper-
ators" du livre de Madonald.
Soit n un entier positif. Soit (λ1, . . . , λr) dans P(n), et soit i dans {1, . . . , r−1},
on pose Ri(λ) = P (λ1, . . . , λi + 1, λi+1 − 1, . . . , λr). On a le résultat suivant :
Lemme 4.1.
Soit λ = (λ1, . . . , λr) et µ = (µ1, . . . , µr) dans P(n). On a λ ≥ µ si et seulement
s'il existe des entiers positifs a1, . . . , ar−1 tels que λ = R
ar−1
r−1 ◦ · · · ◦R
a1
1 (µ).
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